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1 Resumo

Foi desenvolvido um programa para simulação com-
putacional de transferência de calor, e alguns sis-
temas foram implementados para ilustrar seu fun-
cionamento. Foi explorada a resolução da equação
de transferência resolvida como uma convolução de
uma função de temperatura com uma gaussiana no
espaço.

2 Desenvolvimento

Matemático

Em simulações computacionais convém encontrar
modelos para os sistemas que possam ser evolúıdos
no tempo de forma iterativa, ou seja, modelos em
que o estado do sistema no instante de tempo
seguinte possa ser calculado a partir do conheci-
mento do estado do sistema no instante atual.

O objetivo de nosso trabalho é implementar um
modelo computacional para a equação de trans-
ferência de calor:

∂u

∂t
= ∇2u

Para calcular as funções de temperatura em
cada instante foi explorada uma interessante pro-
priedade desta equação. Para ilustrar, vamos re-
solver a equação de calor em uma dimensão:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2

A idéia é inicialmente utilizar a transformada de
Fourier da função de calor no espaço. Aplicando a
transformada nos dois lados, teremos:

�
{

∂

∂t
u(x, t)

}

= (jω)2
� {u(x, t)}

∂

∂t
U(ω, t) = −ω2U(ω, t)

Esta equação diferencial de primeira ordem é facil-
mente resolvida:

U(ω, t) = e−w2t × U(ω, 0)

Como uma multiplicação no domı́nio da
freqüência equivale a uma convolução no tempo,
precisamos achar a transformada inversa g(x, t) de

e−ω2t.

g(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

e−ω2tejωtdω

Prova-se que a transformada de uma gaussiana
não normalizada é:

e−
1

2
x2σ−2 �←→

√
2π σ e−

1

2
ω2σ2

e temos em nosso caso que σ =
√

2t, logo

g(x, t) =
1√
4π t
· e− 1

4
x2/t

que é uma gaussiana no espaço. É fácil de ver o
que esta fórmula representa. A gaussiana vai atuar
como um delta de Dirac que “escorreu” por um
certo tempo. A variável do tempo atua como um
fator de escala espacial concentrando ou dilatando
a função ao redor do ponto central. Assim, quanto
maior o tempo, mais espalhada vai ficar a função,
representando que o calor chegou a uma distância
maior.

A comparação com o delta de Dirac é para enfati-
zar que a área sob esta gaussiana é igual a um. Isto
é muito importante porque significa que o prinćıpio
de conservação de energia será satisfeito, já que a
integral da temperatura no espaço será igual após
a convolução, e a temperatura é diretamente pro-
porcional à energia.

1



3 Implementação

O programa foi desenvolvido para simular a
seguinte situação:

• É preciso conhecer-se a função de temperatura
sobre uma placa retangular de um certo mate-
rial.

• Não há troca de temperatura pelas bordas do
material.

• Podem existir regiões sobre a placa em que será
introduzida potência que será dissipada no ma-
terial.

• Pode estar havendo perda de calor por con-
vecção para o ambiente.

O programa inicialmente define a matriz que será
usada para fazer a convolução, que é uma gaussiana
definida pela fórmula

S(~x) = e−‖~x‖2/4α∆t

em que a difusividade térmica bidimensional é dada
por α = k l/ρ Cp, sendo l a espessura da placa sim-
ulada, e ∆t é o tempo transcorrido entre cada it-
eração. A largura desta matriz é tal que o valor da
função nas quatro menores distâncias até o centro
é menor que 10−9. O número de pontos da matriz
também é sempre ı́mpar, para que exista um ponto
correspontende ao centro da gaussiana. A matriz
também é dividida por sua integral para que seu
volume seja unitário, o que é importante para que
seja obedecido o prinćıpio da conservação de ener-
gia rigorosamente.

A seguir o programa define uma matriz de tem-
peraturas com uma resolução definida no ińıcio, e
entra em um laço infinito em que serão calculadas
cada iteração.

A primeira coisa a ser feita em cada iteração é
somar a energia que está sendo aplicada ao sistema.
A seguir é feita a convolução da disperssão térmica,
e são feitos ajustes relativos às condições de con-
torno dos limites espaciais do sistema. O último
passo é relativo à simulação de perda de calor por
convecção. Experimentando-se com o programa foi
percebido que os intervalos de amostragem mais
úteis não eram pequenos o suficiente para que a
equação de Newton do resfriamento:

dΘ

dt
= −h Θ

Fosse aproximada por uma simples multiplicação.
Por isso foi implementada a solução desta equação
diferencial,

Θ(∆t) = Θ(0) · e−h ∆t

Os resultados são sempre melhores quanto mais ∆t
é feito menor, e neste caso a aproximação linear
é posśıvel. No entanto pode ser mais interessante
reduzir os passos da simulação em alguns casos, e
a exponencial faz a resposta ficar melhor.

O cálculo da energia a ser inserida no sistema
pode ser feita de várias maneiras. Foram feitas
como exemplo o aquecimento de uma placa em que
uma certa região foi submetida temperaturas con-
stantes, e também o funcionamento de um ampli-
ficador classe AB, em que uma certa quantidade
de energia é dissipada por dois transistores indi-
vidualmente. A energia liberada pelos transistores
é calculada a partir da simulação do circuito do
amplificador classe AB, e é somada à temperatura
utilizando-se as devidas constantes de conversão.

Para fazer com que a limitação de não haver
troca de energia pelas bordas do sistema fosse obe-
decida, foi somada para dentro do sistema o que a
convolução estava jogando para fora, como se hou-
vesse um sistema idêntico espelhado no outro lado,
impedindo a passagem de calor.

4 Simulações

Foram simulados dois sistemas. Para ilustrar uma
configuração em que pontos da placa são submeti-
dos a uma temperatura constante, simulou-se um
caso em que uma placa quadrada de um material
fict́ıcio foi submetida inicialmente a uma temper-
atura de 20◦ em suas bordas, e após algum tempo
voltou a ser submetida a 0 graus.

Para ilustrar um caso em que existem potências
conhecidas entrando no sistema, foi simulada uma
placa de alumı́nio a que estariam ligados dois tran-
sistores de um amplificador classe AB de 25 Watts
emitindo uma onda senoidal com uma eficiência
de aproximadamente 70%. Neste amplificador as
partes positiva e negativa do sinal são amplificadas
separadamente pelos dois transistores. Com uma
freqüência suficientemente baixa, e uma freqüência
de amostragem apropriada para a simulação, é pos-
sivel enxergar os dois transistores trabalhando sep-
aradamente.

Foi calculada a potência sendo entregue à placa e
a potência sendo dissipada em cada instante. Para
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Simulação da temperatura sobre uma placa submetida

a temperaturas constantes em seu limite.

Simulação da temperatura do dissipador de um am-

plificador calsse AB.

calcular a potência dissipada subtraiu-se a tem-
peratura antiga da instantânea logo após o cálculo
da dissipação, e multiplicou-se essa diferença pelas
constantes adequadas para que fosse encontrada a
diferença total de energia, que foi então dividida
por ∆t para encontrar-se a potência média.

qconv = ρ Cp l
∑

x,y

u(~x, t)− u(~x, t−∆t)
∆x2

∆t

A simulação foi feita sob condições um pouco ir-
reais, para que fosse posśıvel mostrar a atuação se-
parada dos transistores. Foi especificado um valor
bastante elevado para a constante de convecção, e
o sinal utilizado foi de uma freqüência muito baixa.
Uma freqüência mais alta com menos conveção de-
sequilibraria insignificativamente as temperaturas

ao longo do tempo, e apenas dois picos seriam
viśıveis.

5 Conclusões

A técnica mostrou-se razoavelmente eficiente, e foi
posśıvel visualizar com sucesso as caracteŕısticas
dos sistemas que se esperava ver nas animações.
Sistemas simulados com valores correspondentes
aos reais para o alumı́nio pareceram bastante con-
vincentes quanto às ordens de grandeza dos valores
das temperaturas e do tempo da simulação. Foi
verificado com sucesso que a temperatura média
da placa não variou mais nos sistemas em que a
potência sendo entregue era igual à potência sendo
retirada por convecção.

Um dos inconvenientes do método é que o valor
de α ∆t, que desempenha um papel semelhante ao
número de Fourier, não pode ser muito grande para
que o número de pontos significativos da gaussiana
não fique grande demais com relação ao tamanho
da placa.

Um fato interessante da técnica é que a transfor-
mada de Fourier foi descoberta estudando-se pre-
cisamente o problema da transferência de calor, e
após isso tornou-se a ferramenta importante que é
hoje para diversas outras áreas de estudo. Outro
fato interressante é que a operação da convolução
por gaussianas, apaesar de ter se mostrado aqui
bastante eficiente além de intuitiva, é mais usual-
mente utilizada em computadores numa outra área:
processamento de imagens. Diversos programas
de edição de imagens fazem convoluções por gaus-
sianas para suavizar ou ainda borrar imagens. Em
geral programas de simulação deste tipo são feitos
através de técnicas de diferenças finitas, que não ex-
ploram caracteŕısticas intŕınsecas das equações do
modelo.
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